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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

11 IOYNIOY 2018 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

 

ΘΕΜΑ Α 

 

Α1. Θεωρία, σελ. 99 σχολικού βιβλίου. 

 

Α2. α. Λάθος.  

β. ∆ιότι για παράδειγµα η συνάρτηση 

, 0

( ) 1
, 0

x x

f x
x

x

≤ 
 

=  
>  

 είναι 1–1, αλλά όχι 

γνησίως µονότονη. 

 

Α3. Θεωρία, σελ. 216 σχολικού βιβλίου. 

 

Α4. α. Λάθος, β. Λάθος, γ. Σωστό, δ. Σωστό, ε. Σωστό 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Για κάθε x ∈ ℝ – {0}, είναι: 

2 2 4

3 3 2

3 3 3

4 1 2
( ) ( ) 4 1 4

8 2 ( 2) ( 2 4)
1

x
f x x x

x x x

x x x x

x x x

′ ′ −     ′ ′= − = − = − =     
     

+ + ⋅ − +
= + = =

 

Είναι 2 2 22 4 ( 2 1) 3 ( 1) 3 0x x x x x− + = − + + = − + >  

Άρα ( ) 0 2 0 2f x x x′ = ⇔ + = ⇔ = −  

3

3

2
( ) 0 0 ( 2) 0

x
f x x x

x

+
′ > ⇔ > ⇔ + ⋅ >  

3

3

2
( ) 0 0 ( 2) 0

x
f x x x

x

+
′ < ⇔ < ⇔ + ⋅ <  

Προκύπτει ο επόµενος πίνακας µεταβολών: 
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Εποµένως η f : 

• Είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήµατα (–∞, –2] και (0, +∞). 

• Είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα [–2, 0). 

• Έχει τοπικό µέγιστο στη θέση x0 = –2, την τιµή 
4

( 2) 2 3.
4

f − = − − = −  

 

Β2. Για κάθε { }0x∈ −ℝ  είναι: 

( )

{ }

2

3 3 6

4

8 1 3
( ) ( ) 1 8 8

23
0 για κάθε 0 .

x
f x f x

x x x

x
x

′ ′ −   ′′′ ′= = + = = =   
   

= − < ∈ −ℝ

 

 

Άρα η  f  στρέφει τα κοίλα κάτω σε καθένα από τα διαστήµατα (−∞, 0) και (0, +∞), 

ενώ δεν παρουσιάζει σηµείο καµπής. 

 

 

Β3  
α) Κατακόρυφες ασύµπτωτες: 

0

lim 0
x

x

→−

= , 
2

0

4
lim
x x→−

− 
= −∞ 

 
, άρα 

0

lim ( )
x

f x
→−

= −∞ . Άρα η  f  έχει κατακόρυφη 

ασύµπτωτη την ευθεία x = 0 (κατακόρυφος άξονας), στο −∞ . 

 

β) Οριζόντιες ασύµπτωτες 

β1) lim
x

x

→−∞

= −∞ , 
2

4
lim 0
x x→−∞

 
− = 

 
. 

Άρα lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞  και η  f  δεν έχει οριζόντια ασύπτωτη στο –∞. 

 

β2) lim
x

x

→+∞

= +∞ , 
2

4
lim 0
x x→+∞

 
− = 

 
. 

Άρα lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞  και η  f  δεν έχει οριζόντια ασύπτωτη στο +∞. 

 

γ) Πλάγιες ασύµπτωτες: 

Είναι 
3

3 3

( ) 4 4
1

f x x

x x x

−

= − = . 
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Άρα 
( )

lim 1
x

f x

x→+∞

=  και 
( )

lim 1. ( )
x

f x

x
α

→−∞

= =  

Επίσης 
3

4
( )f x x

x

−

− = , άρα  

( )lim ( ) 0
x

f x x
→+∞

− =  και ( )lim ( ) 0 ( )
x

f x x β
→−∞

− = =  

Άρα η  f  έχει πλάγια ασύπτωτη την ευθεία  y = x και στο +∞ και στο –∞. 

 

Β4  

 

4

2

-2

-4

-6

-5 5

y=x

 
 

 
3( ) 0 4f x x= ⇔ = . 

Εποµένως η γραφική παράσταση της  f  τέµνει τον οριζόντιο άξονα στο σηµείο 

( )3 4,0A . 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Το πρώτο τµήµα αφού είναι µήκους  x  και κατασκευάζουµε τετράγωνο. H πλευρά 

του τετραγώνου θα είναι 
4

x
, εποµένως το εµβαδόν του τετραγώνου θα είναι  

2 2

1

4 16

x x
E

 
= = 
 

. 

Το δεύτερο τµήµα θα είναι µήκους 8 − x. Αν  ρ  η ακτίνα του κύκλου που 

κατασκευάζεται µε το τµήµα αυτό, τότε θα είναι 
8

2 8
2

x

xπρ ρ
π

−
= − ⇔ = . 
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Άρα το εµβαδόν του κύκλου θα είναι 
2 2 2 2

2

2 2

8 (8 ) (8 ) 64 16

2 4 4 4

x x x x x
E πρ π π

π π π π

− − − + − 
= = = = = 

 
. 

Εποµένως το άθροισµα των εµβαδών θα είναι 
2 2

1 2

2 2 2

64 16
( )

16 4

256 4 64 ( 4) 64 256

16 16

x x x
E x E E

x x x x x

π

π π

π π

+ −
= + = + =

+ + − + − +
= =

 

 

Είναι 
0

0 και 8 0 0 8
8

x

x x x

x

>

> − > ⇔ ⇔ < <

<

. 

 

Γ2. Είναι [ ]
1

( ) 2( 4) 64 , 0 8
16

E x x xπ

π

′ = + − < < . 

Είναι 
32

( ) 0 2( 4) 64 0
4

E x x xπ

π

′ ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ ≥
+

. 

Άρα από τον πίνακα µεταβολών η Ε παρουσιάζει ελάχιστο στο 
32

4
x
π

=
+

 

µε τιµή 

( )
2

2

32 32
4 64 256

32 16( 4) 4
...

4 16 4
E

π

π π

π π π

+ − ⋅ +
+ + 

= = = = 
+ + 

 

 

 
 

Τότε η πλευρά του τετραγώνου είναι 

32

84

4 4 4

x
π

π

+= =
+

 

και η διάµετρος του κύκλου είναι 

32
8

8 8 8 842 2
2 ( 4) 4

x x ππ
ρ

π π π π π π

−
− − +

= ⋅ = = = =

+ +

. 

Άρα η πλευρά του τετραγώνου είναι ίση µε τη διάµετρο του κύκλου. 

 

 

Γ3. Αρκεί ν.δ.ο. η εξίσωση Ε (x) = 5 έχει µοναδική λύση στο (0, 8). 

Για το διάστηµα 
1

32
0,

4
A

π

 
=  + 

: 

συνεχής

1 1γνησίως φθίνουσα
0

32 32 16 16
0, ( ) , lim ( ) ,

4 4 4

E

E
x

A E A E E x
π π π π

+
→

      
= → = =    + + +      
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διότι 
16

lim ( ) .
x o

E x
π

+
→

=  
16 16

2,24 και 5,09.
4 5π

≈ ≈
+

 

Άρα 15 ( )E A∈  και άρα από Θεώρηµα Ενδιαµέσων Τιµών υπάρχει 
0 1 0

: ( ) 5x A E x∈ =  

και επειδή η  Ε  είναι � στο Α1, άρα το  x0  είναι µοναδικό, στο διάστηµα Α1. 

Επίσης για το διάστηµα 
2

32
,8

4
A

π

 
=  + 

: 

συνεχής

2 2γνησίως αύξουσα
8

32 32 16
,8 ( ) , lim ( ) , 4

4 4 4

E

E
x

A E A E E x
π π π

−

→

      
= → = =    + + +      

 διότι 

2 2

8 8

( 4) 64 256 ( 4)8 64 8 256
lim ( ) lim 4

16 16x x

x x
E x

π π

π π
− −

→ →

+ − + + − ⋅ +
= = =  

 

2
5 ( )E A∉  άρα η εξίσωση Ε (x) = 5 είναι αδύνατη στο A2. 

Εποµένως υπάρχει µοναδική τιµή 
0 0

32
0, : ( ) 5

4
x E x

π

 
∈ = 

+ 
. 

 

 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. 2( ) 2 , µε 1x af x x x x α
−

= − ∈ >ℝ . 

Είναι 2( ) 2 2 ,x af x e x x−′ = ⋅ − ∈ℝ . 

( ) ( )( ) 2 2 2 2 2 1 ,x a x a x af x e x e e x− − −′
′′ = ⋅ − = ⋅ − = − ∈ℝ . 

0( ) 0 1 0 1 0x a x a x af x e e e e x a x a− − −

′′ = ⇔ − = ⇔ = ⇔ = ⇔ − = ⇔ =  

γν. αύξουσα
0

( ) 0 1 0 1 0

x

e

x a x a x af x e e e e x a x a− − −

′′ > ⇔ − > ⇔ > ⇔ > ⇔ − > ⇔ >  

 γν. αύξουσα
0

( ) 0 1 0 1 0

x

e

x a x a x af x e e e e e a x a− − −

′′ < ⇔ − < ⇔ < ⇔ < ⇔ − < ⇔ <  

 

Συγκεντρωτικό: 

 
 

Άρα η  f  παρουσιάζει σηµείο καµπής στη θέση 0x a= . 

 

 

∆2 α) ( )( ) 2 ,x af x e x x−

′ = − ∈ℝ  

βρίσκουµε το όριο της  f '  στο  x → –∞ 

1 1
lim lim 0 0,

x a x

a a
x x

e e

e e

−

→−∞ →−∞

 
= ⋅ = ⋅ = 

 
 

lim ( )
x

x

→−∞

− = +∞ . Άρα lim ( )
x

f x
→−∞

′ = +∞  
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β) ( )( ) 2 2(1 ) 0a af a e x a−

′ = − = + < . 

 

γ) Βρίσκουµε το όριο της f ' όταν  x → +∞ 

Είναι 
2 2

( ) 2 2
x

x

a a

e
f x e x x

e e x

 
′ = ⋅ − = ⋅ ⋅ − 

 
. 

Επειδή 
( )

lim lim lim
( )

x
x

x

x x x

ee

e

x x→+∞ →+∞ →+∞

′

= = = +∞
′

 

Άρα 
2

lim 2

x

a
x

e

e x→+∞

 
⋅ − = +∞ 

 
 

Επίσης lim
x

x

→+∞

= +∞ , άρα lim ( )
x

f x
→+∞

′ = +∞ . 

Η  f '  είναι συνεχής στο ℝ και γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα (–∞, α]  (λόγω 

του Β1) 

Άρα ( ]( ) ) [ ), ( ), lim ( ) 2 (1 ),
x

f a f a f x a
→−∞

′ ′ ′−∞ = = ⋅ − +∞


. 

 

Η  f '  είναι συνεχής στο ℝ και γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [α, +∞) (λόγω του 

∆1) 

Άρα [ )( ) ) [ ), ( ), lim ( ) 2 (1 ),
x

f a f a f x a
→+∞

′ ′ ′+∞ = = ⋅ − +∞


, µε 2(1 – α) < 0. 

 

Άρα υπάρχει τιµή  x1  στο διάστηµα (–∞, α] ώστε 
1

( ) 0f x′ =  και τιµή x2 στο 

διάστηµα [α, +∞), ώστε 
2

( ) 0f x′ = . 

Όµως στο (–∞, α] η  f '  είναι γνησίως φθίνουσα  

άρα 
1 1

 ( ) ( )  ( ) 0x x f x f x f x′ ′ ′< ⇒ > ⇒ >  

για 
1 1

 ( )  ( )  ( ) 0x x f x f x f x′ ′ ′> ⇒ < ⇒ <  

 

Επίσης στο [α, +∞) η  f '  είναι γνησίως αύξουσα 

άρα 
2 2

 ( ) ( )  ( ) 0x x f x f x f x′ ′ ′< ⇒ < ⇒ <  

για 
2 2

 ( )  ( )  ( ) 0x x f x f x f x′ ′ ′> ⇒ > ⇒ >  

 

 

∆ηλαδή προκύπτει ο επόµενος πίνακας µεταβολών της  f ' 

 

 
 

 

Προκύπτει ότι υπάρχουν µοναδικά  x1, x2  τέτοια ώστε η  f  παρουσιάζει τοπικό 

µέγιστο στο  x1  και τοπικό ελάχιστο στο  x2. 
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∆3. Αφού α > 1 και  f '  γνησίως φθίνουσα στο (–∞, α] ισχύει: 
1 11 ( ) (1) 2 2 2 2 2 (1)a aa f a f a e e a− −

′ ′> ⇒ < ⇒ − < ⋅ − ⇒ > − . 

Στο διάστηµα (α, x2) η  f  είναι γνησίως φθίνουσα άρα το 

( )
2 2

2

2
( , ) lim ( ), lim ( ) lim ( ),2

x x x a x x

f a x f x f x f x a
− + −
→ → →

   = = −   
   

, δηλαδή 

2( ) 2 ( ) (2)f x a f a< − =  

Είναι 1(1) 2 1af e −= ⋅ −  

Όµως λόγω της (1) 
1 1 12 2 2(2 ) 2 1 4 2 1 (1) 3 2a a ae a e a e a f a− − −

> − ⇒ > − ⇒ ⋅ − > − − ⇒ > − . 

Όµως 2 2 23 2 2 2 1 0 ( 1) 0a a a a a− > − ⇔ − + > ⇔ − > , που ισχύει. 

Άρα (1) ( ) (3)f f a>  

Από (2) και (3) έπεται: 

( ) ( ) (1),f x f a f< < άρα η ( ) (1)f x f=  είναι αδύνατη. 

 

(β' τρόπος) 

Επειδή α > 1 είναι  1 – α < 0 και 1 0 1 1
1 1 0

a a a

e e e e
− − −

< ⇔ < ⇔ − < . 

Όµως ( )1(1) 2 1af e −′ = − , άρα (1) 0f ′ < . 

Αν 
1

1 x≤  επειδή η  f '  είναι γνησίως φθίνουσα στο (–∞ ,α] άρα και στο 

( ] ( ]1
, ,x a−∞ ⊆ −∞  είναι 

1
(1) ( ) (1) 0f f x f′ ′ ′≥ ⇔ ≥  άτοπο 

 

Άρα 1 > x1  ή  α > 1 > x1. 

Στο διάστηµα [ ) [ ]2 1 2
, ,a x x x⊆  η  f  είναι γνησίως φθίνουσα. Άρα επειδή 

1 ( ) (1) (1)a f a f> ⇒ <  

Επίσης είναι ( ) ( )2 2
( , ( ), ( )f a x f x f α= . 

Άρα για κάθε 
2

( , )x a x∈  είναι ( ) ( ) (1)f x f a f< <  (λόγω της 1). 

Άρα η ( ) (1)f x f=  είναι αδύνατη. 

 

 

∆4 Για  α = 2, είναι 2 2( ) 2 xf x e x−

= ⋅ − . 

Η εφαπτοµένη της  f  στο σηµείο µε τετµηµένη  x0 = 2 είναι η ευθεία: 

(2) (2) ( 2) ( 2) 2( 2)

2 2 4 2 2 2( 1)

y f f x y x

y x y x y x

′− = ⋅ − ⇔ − − = − − ⇔

⇔ + = − + ⇔ = − + ⇔ = − −
 

Επειδή η  f  στρέφει τα κοίλα άνω στο διάστηµα [ ) [ ), 2,a +∞ = +∞ , προκύπτει ότι για  

x∈[2, 3]:  

( ) 2( 1) ( ) 2 2( 1) 2f x x f x x x x≥ − − ⇔ ⋅ − ≥ − − − , µε την ισότητα να ισχύει µόνον 

για  x = 2. 

 



Ö
Ñ
Ï
Í
Ô
ÉÓ
Ô
Ç
Ñ
ÉÏ
 
Ö
Á
Ó
Ì
Á

Ð
Å
Ô
Ñ
Ï
Õ
Ð
Ï
Ë
Ç

 8 

Άρα  

 
3 3

2 2

3 3

2 2

3 1

2 0

( ) 2 2( 1) 2

( ) 2 2 ( 2 1) 2

( ) 2 2 ( 1) , 2

f x x dx x x dx

f x x dx x x dx

f x x dx u u u x

 − > − − − ⇔ 

⇔ − > − − + − ⇔

⇔ − > − + = −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

 

( )
3 1

3 2 1 2

2 0

( ) 2 2 ,f x x dx u u du− > − +∫ ∫  

1 1
3

5 2 3 2

2
0 0

3

2

3

2

3

2

2 2
( ) 2 2 2

5 3

2 2
( ) 2 2 2

5 3

4 4
( ) 2

5 3

32
( ) 2

15

f x x dx u u

f x x dx

f x x dx

f x x dx

   
− > − − ⇔      

   
⇔ − > − − ⇔   

   

⇔ − > − − ⇔

⇔ − > −

∫

∫

∫

∫

 

 

 

 


