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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

3 ΙΟΥΝΙΟΥ 2026 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν 

●  η f είναι συνεχής στο Δ και 

●   f ʹ(x) = 0 για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ, 

τότε η f είναι σταθερή σε όλο το διάστημα Δ. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποιαδήποτε   x1  x2 ϵ Δ   ισχύει   f(x1) = f(x2) . 

Πράγματι 

● Αν   x1 = x2 , τότε προφανώς  f(x1) = f(x2). 

● Αν  x1 < x2, τότε στο διάστημα [x1,x2] η f ικανοποιεί τις υποθέσεις του 

θεωρήματος μέσης τιμής. Επομένως, υπάρχει  ξ ϵ (x1,x2)  τέτοιο, ώστε 

2 1

2 1

( ) ( )
'( )

f x f x
f

x x








 (1) 

Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σημείο του Δ, ισχύει f ʹ(ξ) = 0, οπότε, λόγω της (1), 

είναι  f(x1) = f(x2). Αν  x2 < x1, τότε ομοίως αποδεικνύεται ότι  f(x1) = f(x2). 

Σε όλες, λοιπόν, τις περιπτώσεις είναι  f(x1) = f(x2).  

 

 

Α2. ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω οι συναρτήσεις f, g, h. Αν 

 h(x) ≤ f(x) ≤ g(x) κοντά στο x0 και 
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 
0 0

lim ( ) lim g( )
x x x x

h x x l
 

 

 
0

lim ( )
x x

x lό f




  
 

 

Α3. ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αρχική συνάρτηση ή 

παράγουσα της f στο Δ ονομάζεται κάθε συνάρτηση F που είναι παραγωγίσιμη 

στο Δ και ισχύει: 

 

F'(x) = f(x) ,   για κάθε   x ϵ Δ. 

 

Α4. α) Λ, β) Σ, γ) Σ, δ) Σ, ε) Λ 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

( ) 2ln( 1) ( ) 2 1f x x g x x      

 

Β1. (1, ) [2, )   
f g

D D  
Πρέπει και (x)

g f
x D g D   

[2, ) 2 1 (1, )

2 1 1

2 0

2 0 2

x x

x

x

x x

     

  

 

   

 

άρα o
(2, )f gD    

     
1

2

( o )( ) ( ) 2ln (x) 1 2ln 2 1 1

1
( o )( ) 2ln 2 2ln( 2) 2 ln( 2).

2

f g x f g x g x

f g x x x x

      

     

 

Άρα ( o )( ) ln( 2), για 2f g x x x    
 

 

B2. Έχω (x) ln( 2),h x x   2 

1
(x) (ln( 2)) 0

2
h x

x
    


, 2x    

Έτσι h γνησίως αύξουσα, άρα h 1-1 επομένως υπάρχει 1
h
   

1

. .

2

((2, )) (lim ( ), lim ( ))
h ύ

hh
xx

D h h x h x

  






      ℝ   
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αφού 

 
0

2

0 02

lim ln( 2) lim ln
u x

u ux

x u


 

 

      

 
0

2

lim ln( 2) lim ln
u x

x u u

x u

 

  

      

 

Ισχύει 
1

(x) ( )h y x h x

    

Έτσι (x)h y , με yℝ   

ln( 2) yx    

2
y

x e    

2,
y

x e y  ℝ  . 

Επομένως 1( ) e 2,x

h x x


  ℝ  

 

Β3. 

0
( )
0

2 2 2 2

2

( ) 2ln( 1) 21 2
2 2 1 1lim lim lim lim

DLH
x x x x

f x x x

x x x   




   

    

2 2 2

f( ) f( )
( ) ( ) ( ) 2

2 2
lim lim lim
x x x

x x
h x h x

x x  

 
       

  
 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. :f R R

  

3

2
(x)

1

x x
f

x

 


  
Αφού f έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο   

Πρέπει ( )lim
x

f x R


   

Αν κ ≠ 0 
3

2
( ) ( )lim lim

x x

x
f x R

x





 

     

 

 

που είναι άτοπο 

 

Πρέπει κ = 0 έτσι 
2

( )
1

x
f x

x




  

Έχουμε 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

(x 1) (2 ) 2
'( ) '

1 (x 1) (x 1) (x 1)

x x x x x x
f x

x

              
    

      

 
Αφού y=x εφαπτομένη της Cf στο 0 (0,0) πρέπει: 

(0) 1 1 1
1

f΄


      
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Γ2. 

Έχουμε 
2

( ) ,
1

f

x
f x D

x
 



ℝ  

i) 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 ( 1) 2 1 2 1
( )

( 1) ( 1) ( 1)

x x x x x x
f x

x x x

      
   

  
 

2
( ) 0 1 0 1f x x x        

 
 

 ( , 1] και [1, ) γν.φθίν.x x f      

[ 1,1] γν.αύξ.x f   

 
1

1
στο 1 τ. ελάχιστο ( 1)

2
x f      

2

1
στο 1 τ. μέγιστο (1)

2
x f   

 

ii) Έστω 
1 2 3

( , 1], ( 1,1], (1, )           

   
γν.φθ.

1

1
( ) ( , 1] ( 1), lim ( ) ,0

2

f

x
f f f f x



           
 

   
γν.αύξ.

2
1

1 1
( ) ( 1,1] lim ( ), (1) ,

2 2

f

x
f f f x f



         
 

    
γν.φθ.

3
1

1
( ) 1, lim ( ), lim ( ) 0,

2

f

x x
f f f x f x


 

 
      

 
 

Άρα 
1 2 3

1 1
. .   ( ) ( ) ( ) ,

2 2
f f f f

 
           

  

 

iii) Εξίσωση 
21

( ) ,
2

f x a  ℝ  

αφού aℝ  ισχύει 
2 2 1 1

0
2 2

a      

 2

1

1
( )

2
a f    άρα η εξίσωση ΔΕΝ έχει ρίζα στο Δ1. 

x

f  (x)

f

-1 1 +

- -+

-
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 2

2

1
( )

2
a f    (για α = 0) άρα η εξίσωση έχει 1 μόνο ρίζα στο Δ2 

την x = 1 (αφού f γν. αύξουσα στο Δ2. 

 2

3

1
( )

2
a f    άρα η εξίσωση ΔΕΝ έχει ρίζα στο Δ3. 

Επομένως η εξίσωση 
21

( )
2

f x    έχει 1 ΜΟΝΟ ρίζα την x = 1. 

Γ3.  
2 1

1

2
0

dx
1

x

x







 


  

 

i) 

2 1 2( 1) 1
1 1

1 2 20 0
dx dx

1 1

x x

x x

 

 

  


     

 
 

 

2 1 2 3 2 1 2
1 1

2 2
0 0

(1 )
dx dx

1 1

x x x x

x x

    

 
  

 
   

1
2 2

1
2 1

0

0

1
x dx 0

2 2 2 2

x




 




 

       
  

1

1
(1)

2 2
 




   
  

 

ii) 

21 2
0 1

0 2
2

0 1

1

2

1

u x

du xdx

x
dx du

x u

   



   


    

 
2

1

1 1 1
ln ln 2 ln1 ln 2

2 2 2
u        

 

 

0

0 1 1 1

1 1 1 1 1
(1) ln 2 ln 2

2 2 2 2 2

v

           
  

 
1

1 ln 2

2


 

  

 

1

1 2 2

2 2

1 1 1 ln 2
(1)

4 4 2

1 2 2ln 2 2ln 2 1

4 4

v


        

  
     

 



Ö
Ñ
Ï
Í
Ô
ÉÓ
Ô
Ç
Ñ
ÉÏ
 
Ö
Á
Ó
Ì
Á

Ð
Å
Ô
Ñ
Ï
Õ
Ð
Ï
Ë
Ç
 
- 
ÉË
ÉÏ
Í

ΘΕΜΑ Δ 

g παραγωγίσιμη , g΄ συνεχής 

 0   1   g x x R

 
    1   g x x R

 
Δ1. Θεωρώ ( ) ( ) xh x g x 

 
Η h(x) συνεχής στο [-1,0] ως άθροισμα συνεχών 

( 1) ( 1) 1 0h g    

 
(0) (0) 0h g 

 
(0) h(1) 0h  

 

 
1 1 1 1

[ 1,0) : (. ) 0 0 ( )        x h xό Bolzan x xo g

 
'( ) ( ) 1 0h x g x  

 
και h΄ συνεχής, άρα η h΄ διατηρεί πρόσημο. 

Άρα η h γνησίως μονότονη, επομένως η ρίζα είναι μοναδική. 

 

Δ2. 

2( ( ) ), ( ,0)

( )
2 , [0, ]

2

  



  

x g x x x

f x
x x x x


    

0 0

( ) (0)
lim lim ( ( ( ) )) 0

0x x

f x f
x g x x

x
 

 


  

  

0 0 0

( ) (0) 2
lim lim lim (2( )

0

2 1 3

  
  

  
    

 

    

x x x

f x f x x x x x

x x x x x

    




   

3 0 3   Ά  

  

Δ3. 

0,
2

 
  

 έx 



   

 

i) 

( ) 2 3 , . . . ( ) 0f x x x x f x       

  
 

2
.

1
( ) 2 3    f f x x

x
  

   
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3 2 3 2

2 2

3 2 2

2

2

2

2 1 3 2 3 1

2 2 1

2 ( 1) (1 )(1 )

x x x x

x x

x x x

x

x x x x

x

   

 

  



   



   
  

  
 

   
 

 

 

2

2 2

1
( 1) 2 ( 1) ( )

( 1)(2 1 ) 2
x x x

x x x

x x

  
  

 

     
  

  

 

2

2

1
2( 1) ( )

2 0 0,
2

x x

x

x

 




  
 

      
, με την ισότητα να ισχύει 

μόνο για x=0.
  

Άρα
 

0,
2

f ί ύ


    
 

    

 

Για
 

. .

0 ( ) (0) ( ) 0 0,
2

f

x f x f f x x
 

 
           

   

ii) Έχουμε την εξίσωση
 

( )
3

f x




  

 

 
. .

2

. . 0, (0), limf(x) 0,
2 



 
              

f ύ

f

x

f f
  





  

 

 

Αφού  

2

3
lim (2 3 ) 2 1 ( )

2



        

x

x x x




 

  

και αφού / 3 . . 0,
2

 
  

f f ί ύ


      
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Άρα η εξίσωση
 

( )
3

f x




  
έχει μία μόνο ρίζα, την

 
2

0,
2

x

 
  

.
 

Δ4. i) Θεωρώ ( ) ( )h x g x x   

Τότε (0) (0) 0h g   

1 1 1
( ) ( ) 0h x g x x    

και ( ) ( ) 1 0h x g x     αφού h  συνεχής. 

Άρα η ( )h x  διατηρεί σταθερό πρόσημο. 

Αν ( ) 0 γν. φθ.h x h    οπότε έχω 
γν. φθ.

1 1
0 ( ) (0) (0) 0 0 0 Άτοπο

h

x h x h g        

Άρα ( ) 0 γν. αύξ.h x h    οπότε για  1
,0x x  έχω 

γν. αύξ.

1

h

x x   

1
( ) ( ) 0 ( ) 0h x h x g x x      και αφού 2

0x   έχω 

 2

1

1

( ) 0 στο [ ,0)

( ) 0 στο [ ,0)

  



x g x x x
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