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06 ΙΟΥΝΙΟΥ 2022 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

 

ΘΕΜΑ Α 

A1. Σχολικό βιβλίο σελ. 186  
 
A2. Σχολικό βιβλίο σελ. 142  
 
A3. Σχολικό βιβλίο σελ. 161  
 
A4. α) Σωστό 

β) Σωστό 
γ) Σωστό 
δ) Λάθος 
ε) Λάθος 

 
 
ΘΕΜΑ Β 

Β1. Η h = f○g ορίζεται όταν:  

 
00 0

0 1 0,1
( ) ( ) 1 11

g

h

f

xx A x x
x A

g x A g x xx

    
     

     
 

διότι Ag = [0, +∞) και Af = (−∞,1] 

Είναι        
4 2

2 2
( ) ( ) 2 1 2 1 ( 1)h x f g x f x x x x x x           

Άρα  
2

( ) 1h x x   με Π. ορισμού το Ah = [0,1]. 
 

Β2.  Είναι ( ) 2( 1) 0.h x x     Για κάθε  0,1x  (η ισότητα ισχύει μόνο αν x = 1)  η  h  
είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, 1], άρα θα είναι και “1–1”. 

(β τρόπος για το 1-1) : Έστω x1, x2 τυχαία σημεία του διαστήματος [0,1] με f(x1) = f(x2). 
Τότε : 

(x1-1)2 = (x2-1)2 από όπου έπεται : │ x1-1│= │ x2-1│. Όμως x1 < 1 και x2 < 1,  
άρα 1- x1 = 1 – x2  και άρα x1 = x2. 

Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού και τον τύπο της 1
h

 : 
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2 0 0 0 0Είναι ( 1)

1 1 1 1

0 10 1 0 1 1 1 0

y y y yy x

y x y x x y x y

xx y y

       
  

           
               

 

1

0 0
0 1

1 1 ( ) 1 με 0 1
1

0 10 1

y y
y

x y x y h x x x
x y

yy



  
  

         
     

 

 

Β3. 

1
, 0 1

1( )
1
, 1

2

x

x

x
x

x



 
   

 


 

Η  φ  είναι συνεχής στο [0, 1) ως αποτέλεσμα πράξεων μεταξύ συνεχών 
συναρτήσεων. 
Εξετάζουμε τη συνέχεια στο x0 = 1.  

Είναι ���
�→�

�(�) = ���
�→��

��√�

���
=

DLH
����

���
�→��

���√��
′

�����′
= ���

�→��

� �
�√�
��

= ���
�→��

�

	√�
=

�

	
= �(1). 

(β τρόπος) : ���
�→�

�(�) = ���
�→��

��√�

���
 = ���

�→��
(��√�)(�
√�)

(���)(�
√�)
 = ���

�→��
���

(���)(�
√�)
 = ���

�→��
�

(�
√�)
 

= 
�

�
 . 

Άρα η  φ  είναι συνεχής στο x0 = 1 και επομένως και στο [0, 1] 

Επίσης είναι (0) 1   και 
1

(1)
2

   δηλαδή (0) (1).   

Άρα ισχύουν και οι δύο προϋποθέσεις του Θ.Ε.Τ. στο [0, 1]. 
 
 

Β4. Αφού 
6



< α < 
2



 και στο [
6



,
2



 ] η συνάρτηση ημx είναι γνησίως αύξουσα, έπεται :        

ημ
6



 < ημα < ημ
2



 ή 
1

2
 < ημα < 1 ή φ(1) < ημα < φ(0),  

Από το ερώτημα Β3 αφού ισχύει το ΘΕΤ θα έχουμε ότι για κάθε αριθμό μεταξύ των φ(1), 
φ(0) άρα και για την τιμή ημα, ότι  θα υπάρχει x0  (0,1) : φ(x0) = ημα. 
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ΘΕΜΑ Γ  

 

Γ1. Από υπόθεση είναι (0) 0f   

Για 1x    είναι 
1

( ) 2 ( ) ( 2 ) ( ) 2f x f x x f x x c            

Για 1x    είναι � ′(�) = 3�� − 1 ⇒ � ′(�) = (�� − �)′ ⇒ �(�) = �� − � + �� ⇒ 

⇒ �(�) = �−2� + ��, � < −1�� − � + ��,� > −1��� = −1

� 
Αφού η f  ορίζεται στο ℝ : 

Είναι 2

2 2
(0) 0 0 0 0 0f c c       . 

Επίσης η f  είναι συνεχής στο ℝ   

3

1 3
1 1 1 1

lim ( ) lim ( ) ( 1) lim ( 2 ) lim ( )
x x x x

f x f x f f x c x x c
   

   

          

3

1 3 1 3

2 2, 1

2 0 2, 0 ( ) , 1

0, 1

x x

c c c c f x x x x

x

   


            
  

 

3

2 2, 1
( )

, 1

x x
f x

x x x

   
  

  
 

 

Γ2. Η εξίσωση της εφαπτομένης (ε) στο Α είναι: 
y – f(x0) = f΄(x0) (x-x0) με x0 > -1 
Αφού η (ε) τέμνει τον y΄y στο -2 θα διέρχεται από το σημείο (0,-2) 
⇒-2 - f(x0) = f΄(x0) (-x0) ⇒ -2 - f(x0) = -f΄(x0) x0 
⇒2 + f(x0) = f΄(x0) x0 με x0 > -1 ⇒ 2 + (x0

3- xo) = (3x0

2 – 1) x0.  
2 + x0

3- xo = 3x0

3 – x0   2x0

3 = 2   x0

3 = 1   x0 = 1 
Άρα η (ε) είναι: y – f(1) = f’(1) (x-1) ⇒ y – 0 = 2 (x-1) ⇒ y= 2x - 2 
 

 

Γ3. Έστω  ,x y  σημείο της (ε) δηλαδή    ,2 2 , K ,0x x x   και το  Γ 2,0 . 

Το εμβαδό του ΜΚΓ είναι  
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1 1 1
K ( 2)(2 2) ( 2)2( 1) ( 2)( 1)

2 2 2
E x x x x x x              

 
Επομένως την οποιαδήποτε χρονική στιγμή  t  είναι   ( ) ( ) 2 ( ) 1E t x t x t    με 

0
( ) 3x t   και 

0
( ) 2x t  , όπου 

0
t  η χρονική στιγμή κατά την οποία ζητείται το 

0
( )E t . 

Είναι    ( ) ( ) ( ) 1 ( ) 2 ( )E t x t x t x t x t       

Άρα τη χρονική στιγμή  t0  είναι:    
0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) 1 ( ) 2 ( )E t x t x t x t x t        

   
0

τετραγωνικέςμονάδες
( ) 2 3 1 3 2 2 4 2 6 .

sec
E t          

 
Γ4. Είναι lim ( ) lim ( 2 2) lim ( 2 )

x x x

f x x x
  

        

Έχουμε 
( )ημ ( ) ημ

lim lim
( )

f x u

x u u

f x u

f x u



  

  

Είναι 
0 1 1 1 1 1 1 1

ημ 1 ημ ημ ημ
u

u u u u

u u u u u u u



          

Είναι 1 1
lim lim 0
u uu u 

 
   

 
 αφού u→+∞ 

Επομένως από Κρ. Παρεμβολής θα είναι  
ημ ημ ( )

lim 0 lim 0 (1)
( )u u

u f x

u f x 

    

3 3

( ) ( )
lim lim

1 1 ( )u u

f x f x

x x 

 


  

 

Αν θέσουμε –x = t, όταν  x → −∞ ⇒ t → +∞ 

Άρα 
3 3

3 3 3 3

( ) ( )
lim lim lim lim 1 (2)

4 1 1

x t

u t t t t

f x f t t t t

x t t t

 

    

 
   

  

 

Άρα 
(1)

3 (2)

ημ ( ) ( )
lim 0 1 1

( ) 1x

f x f x

f x x

 
     

 

 

ΘΕΜΑ Δ  

Δ1. �: �0, +∞� → ℝ,  �(�) = � − ��( 3�) 

M (x,2x-2)

( ) 

(-2,0)

(1,0) x,0) 
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 i. � ′(�) = 1 −
�

��
⋅ 3 = 1 −

�

�
=

���

�
, � > 0 

( ) 0 1f x x    . Εν τω μεταξύ είναι : f(1) = 1 – ln3 = lne-ln3 < 0  

  
γν.φθίν.

0
(0,1] (1), lim ( ) [1 ln3, )

x

f f f x


   


 

το 0 ∈ ���0,1�	 ⇒ 
�ά�
�� μοναδικό σημείο ��, ώστε 0 < �� < 1��� �(��) = 0 

���1, +∞�	 �γν.αυξ.

[���1�, ���
�→��

����� = [1 − �� 3 , +∞) 

διότι ���
�→��

�� − ��( 3�)� = ���
�→��

�� �1 −
��(��)

�
�� 

και 
DLH

1

ln(3 )
lim lim 0

1x x

x x

x





 

  

Άρα (+∞)(1 − 0) = +∞ 
Το 0 ∈ ���1, +∞�	 ⇒ 
�ά�
�� μοναδικό ����ί� �	, �� �	 > 1��� �(�	) = 0. 

ii)  Για τη δεύτερη παράγωγο της f έχουμε:  f
΄΄�x� = �1 −

�



� ΄ =

�

��
 > 0 για κάθε x στο 

πεδίο ορισμού της f, άρα είναι κυρτή.  
Δ2. 

Αν  

. .

1 1

1 2. .

2 2

1 ( ) ( ) 0
( ) 0 ,

1 ( ) ( ) 0

f

f

x x f x f x
f x x x x

x x f x f x

 

 


     

   
     

 

 

   
�

2 2 2 2

1 1 1 1

21

( ) ln 3 ln 3

x x x x

x x x x

II

f x dx x x dx x dx x dx        
�����

 

 

 
2 2

2

1

1 1

1 2 2 1 1 2 1

1
( ) ln(3 ) ln(3 ) ln(3 ) ln(3 ) ( )

x x

x

x

x x

x x dx x x x dx x x x x x x
x

           

f ’

f

x 0 1 8

+

+-

f(1) 0

O
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2

1

2 22

2 1 2 1 2 1

2

( )( )

2 2 2

x

x

x x x x x xx    
    

 
 

 

2 1

2 1 2 1

2 2 1 1 2 1

2 2

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1

1 2

2 1 2 1 1 2

( )( )
ln(3 ) ln(3 ) ( )

2

1
( ) ( )( )

2

1
( )( ) ( ) ( )( )

2

1 1
( )( 1 )

2 2

1
( )( 1) ( )( 2)

2 2 2

x x

x x x x

x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x

x x

x x x x x x

 
      

       

        

      

       

��� ���

 

 
 

Δ3. 
 

 
Έχουμε ότι  x1 < 1 ⇒ − x1 > −1 ⇒ 2 − x1 > 2 – 1 ⇒ 2 − x1 > 1 

Από το προηγούμενο ερώτημα, επειδή το εμβαδό Ε είναι θετικό, ισχύει ότι 
γν.αυξ.στο[1, )

1 2 1 2 1 2
2 2 (2 ) ( ) 0

f

x x x x f x f x


         
 
 
 

Δ4. 
 

Βρίσκουμε την εφαπτομένη της  f  στο x2 
2 2 2

2 2

2 2

( ) ( )( )

0 ( )( )

( )( )

y f x f x x x

y f x x x

y f x x x

   

   

 

 

Αφού η f είναι κυρτή η γραφική της παράσταση βρίσκεται «πάνω» από την 
εφαπτομένη της, άρα f(x) ≥   ⇒ �(�) ≥ � ′(�	)(� − �	)(1) 
με την ισότητα να ισχύει μόνο για x = x2 
Επιπλέον ( ) (1) ( ) 1 ln3 ( ) ln3 1 (2)f x f f x f x        
με την ισότητα να ισχύει μόνο για x = 1. 
Προσθέτοντας τις σχέσεις (1) και  (2)  

2 2
2 ( ) ln3 1 ( )( )f x f x x x      

Άρα η εξίσωση είναι αδύνατη 
 


