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ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 

ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

(ΠΑΛΑΙΟ ΣΥΣΤΗΜΑ) 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

17 ΙΟΥΝΙΟΥ 2020 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 
 

ΘΕΜΑ Α 

Α1 Σελίδα 111 Σχολικού βιβλίου, Θεώρηµα. 

Α2 Σελίδα 104 Σχολικού βιβλίου, ορισµόύ. 

Α3 Σελίδα 74 Σχολικού βιβλίου, Θεώρηµα. 

Α4 α)  Λ 

 β) Έστω ( )f x x=  µε 
0

lim ( ) 0
x

f x
→

=  

Είναι 
0 0

1 1
lim lim

( )x xf x x− −
→ →

= = −∞  

και 
0 0

1 1
lim lim

( )x xf x x+ +
→ →

= = +∞  

άρα το όριο τηύ 
1

f
 στο 0x =  δεν υπάρχει. 

Α5 α) Σωστό,  β) Σωστό, γ) Λάθού 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

B1 Για κάθε { }1 2
, 3x x ∈ −ℝ  

Με 

1 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

1 2

2 1 2 1

3 1 3 1
( ) ( ) 3 9 3 3 9 3

3 3

10 10 "1 1" .

x x
f x f x x x x x x x x x

x x

x x x x f ί έ έε ναι εποµ νως αντιστρ ϕεται

+ +
= ⇒ = ⇔ + − − = + − − ⇔

− −

⇔ ⋅ = ⋅ ⇔ = ⇒ −

 

 

B2 Είναι ( )
3 1

( ) 3 3 1 3 3 1 (1)
3

x
y f x y yx y x y x y

x

+
= ⇔ = ⇔ − = + ⇔ − = +

−

 

Αν 
(1)

3 0 3 0 10y y− = ⇔ = ⇒ =   άτοπο 
(1) 3 1

3
3

y
y x

y

+
⇒ ≠ ⇒ =

−

 

Πρέπει 
3 1

3 3 3 1   3 9 1 9    
3

y
x y y

y

+
≠ ⇒ ≠ ⇔ + ≠ − ⇔ ≠ −

−

ισχύει 

Άρα 1 3 1
( ) 3

3

x
f x x

x
µε

−
+

= ≠

−

 

Οι συναρτήσειύ 1f fκαι
−  έχουν το ίδιο πεδίο ορισµού. 
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{ }3Α = −ℝ  και για κάθε x∈Α ισχύει 1 3 1
( ) ( )

3

x
f x f x

x

−
+

= =

−

 

 

 

B3 Για να ορίζεται η f f�  πρέπει: }( )
f

f

x

f x

∈Α

∈Α
 

}3
( ) 3

3
x
f x

x
≠

≠
≠  διότι ( ) 3f x ≠  από 

2
Β . 

Έτσι για 13 ( )( ) ( ( )) ( ( ))x f f x f f x f f x x−

≠ ⇒ = = =�  

διότι από (
2

Β ) είναι 1( ) ( )f x f x−

= . 

 

 

B4 Είναι 
1 1

3 3

3 1 0
lim ( ) lim 0.

103

3

x x

x
f x

x→− →−

+
= = =

−
−

 

Επίσηύ 
1 1

( ) ( ) ( ) (1)
3 1 3 1

f x f x f x
x x

ηµ ηµ⋅ ⇒ ⋅ ≤

+ +

 

αφού 
1

1
3 1x

ηµ ≤

+

 κοντά στο -1/3. 

Άρα από (1) 
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (2)
3 1 3 1

f x f x f x f x f x
x x

ηµ ηµ⇒ ⋅ ≤ ⇒ − ≤ ⋅ ≤

+ +

 

Είναι 
1 1

3 3

lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
→− →−

= =  

Επίσηύ 
(2)

1 1

3 3

1
lim ( ( ) ) 0 lim ( ) 0

3 1x x

f x f x
x

ηµ

→− →−

 
− = ⇒ ⋅ = 

+ 
 

από το κριτήριο παρεµβολήύ. 

 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Από το ορθογώνιο τρίγωνο OBM έχουµεΟΜ = συνθ, ΟΑ = 1 

ΒΜ = ηµ θ 
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Άρα  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 1 συν ηµ 0, .
2 2

θ θ θ πΑΒΓ = ΑΜ ⋅ΒΓ = ΑΟ+ΟΜ ⋅ ΒΜ = + ⋅ ∈  

 

Γ2. Θεωρώ ( ) ( ) ( )1 συν ηµ 0,θ θ θ θ πΕ = + ⋅ ∈  

( ) ( )

( )

( )

( )

2 2

2

2

(0, )

ηµ ηµ 1 συν συν

ηµ συν συν

2συν συν 1, 0,

1
0 2συν συν 1 0 συν 1 ή συν .

2

1
0 συν 1, αδύνατη ή συν 0

2 3

΄

΄

΄

θ π

θ θ θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ π

θ θ θ θ θ

π
θ θ θ θ µε θ

∈

Ε = − ⋅ + + ⋅ =

= − + + =

= + − ∈

Ε = ⇔ + − = ⇔ = − =

Ε > ⇔ < − > ⇔ < >

 

(διότι συνθ γνησίωύ φθίνουσα στο ( )0,π ). 

 
 

∆ηλαδή όταν ( )έχω Ε max
3

π
θ θ= → , άρα η γωνία 

3

π

Α =  δηλαδή το ισοσκελέύ 

γίνεται ισόπλευρο. 

 

Γ3. Έχω ότι ε(θ) είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο 0,
3

π 
 
 

 

άρα 
0

3

3 3
0, lim ( ), lim ( ) 0,

3 4θ π
θ

π
θ θ

+ −
→

→

       Ε = Ε Ε =            

 

Επειδή 
3 3 3

0 3 0,
4 4 4 3

f
π  

< < ⇒ ∈   
  

 υπάρχει µοναδικό ( )1 1

3
0, :

3 4

π
θ θ

 
∈ Ε = 
 

 

Η Ε(θ) είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο ,
3

π
π

 
 
 

 µε 

3

3 3
, lim ( ), lim 0,

3 3 4x

x

π π

π π

π π
− +
→

→

        Ε = Ε Ε =                

 

∆ηλ 
3

,
4 3

π
π

  
∈Ε   

  
 άρα υπάρχει µοναδικό ( )2 2

3
, :

3 4

π
θ π θ

 
∈ Ε = 
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Γ4. Από Θ.Μ.Τ. στο 
1
,
3

π
θ
 
  

 έχω ότι ( )
( )1

1 1 1

1

3
, :
3

3

π
θ

π
ξ θ ξ

π
θ

 
Ε −Ε 

   ′∃ ∈ Ε = 
  −

 

( ) ( )1 1 1
(1)

3 3

π π
ξ θ θ

   ′⇔ Ε ⋅ − = Ε −Ε   
   

 και από Θ.Μ.Τ. στο 
2

,
3

π
θ

 
  

 έχω ότι 

( )
( )

( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2

2

3
, : (2)

3 3 3

3

π
θ

π π π
ξ θ ξ ξ θ θ

π
θ

 
Ε −Ε 

      ′ ′∃ ∈ Ε = ⇔ Ε ⋅ − = Ε −Ε     
     −

 

( ) ( )
1

3
( ) ( 2)

4
1 1 2 2(1) (2)

3 3

θ θ π π
ξ θ ξ θ

Ε =Ε =    ′ ′→Ε − = Ε −   
   

 

 

 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. ( )
1

 ln 1 ln 1 , 0.f ΄ x x x x
x x

λ

λ
= + − = + − >  

( ) ( )
2

1 1
 0  γνησίως αύξουσα στο 0, .f ΄΄ x f ΄

x x
= + > → +∞  

Είναι ( ) 1 0f ΄ =  και εποµένωύ για ( ) ( )
 γν.αύξουσα

1 1 0

f ΄

x f ΄ x f ΄> ⇒ > =  

και για ( ) ( )
.

0 1 1 0

f ύ

x f ΄ x f ΄
γν α ξουσα′

< < ⇒ < =  

 
 

Από τον πίνακα µε το πρόσηµο τηύ  f ΄  έχουµε ότι η  f  είναι στο (0, 1] γνησίωύ 

φθίνουσα και στο [1, +∞) γνησίωύ αύξουσα και παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο x= 1 

το ( ) 1 lnf λ= − . 

Άρα το ακρότατο είναι το ( ) 1, lnλ−  µε  λ > 0 και η συνάρτηση ―ln λ παίρνει τιµέύ 

στο (―∞,+∞) και εποµένωύ το ακρότατο θα βρίσκεται στην ευθεία  x = 1. 

 

 

∆2. ( ) ( ) ( ) ln ln ln ln 0 0.
x xx x x x x x x f xλ λ λ≥ ⇔ ≥ ⇔ − ≥ ⇔ ≥  

Όµωύ ( ) lnf x λ≥ −  από ∆1., άρα πρέπει  

µεγ
ln 0 ln 0 ln ln1 1 1.λ λ λ λ λ− ≥ ⇒ ≤ ⇔ ≤ ⇒ ≤ ⇒ =  
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∆3. Είναι ( ) lnx x x

g x x e= =  µε  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln ln ln ln 1 (1)
΄ ΄x x x xg΄ x e e x x g x x= = = +  

Η εξίσωση τηύ εφαπτοµένηύ στο  

( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0 0
, µε 0 είναι: .x g x x y g x g΄ x x x> − = −  

Για να διέρχεται από το Ο(0, 0) πρέπει:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
0

0(1)

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

0 0

ln 1 1 ln 1

1 1
ln 1 ln 1 0 (2).

g x

g x g΄ x x g x g x x x x x

x x
x x

>

− = − ⇔ = + ⇔ = + ⇔

⇔ = + ⇔ − + =

 

Θεωρώ 
1

 ( ) ln 1x x

x

λ = − +  µε  x > 0,  είναι ( ) ( )
2

1 1
 0΄ x x

x x
λ λ= + > ⇒  γνησίωύ 

αύξουσα, άρα και ‘1-1’. Η (2) γίνεται ( ) ( ) ( )
( )

0 0 0
1 1

0 1 1.x x x

λ

λ λ λ
−

= ⇔ = ⇔ =  

Η εξίσωση τηύ εφαπτοµένηύ στο ( )( )1, 1g  δηλαδή στη (1, 1) είναι: 

( ) ( )( )

( ) ( )

1 1 1 1 1

αφού 1 1 1.

y g g΄ x y x

y x g g΄

− = − ⇒ − = − ⇒

⇒ = = =

 

 

∆4. i) 

, 0
( )

1, 0

x

x x
h x

x

 >
= 

=
 

Για x > 0, ln( ) x x

h x e=  συνεχήύ σαν σύνθεση και πράξειύ µεταξύ συνεχών. 

Είναι ( )
( )

( )
DLH

2
0 0 0 0 0

lnln 1/
lim ln lim lim lim lim( ) 0

1/ 1/1/
x x x x x

xx x
x x x

x xx
+ + + + +

−∞

+∞

 
 
 

→ → → → →

′

= = = = − =
−′

 

Άρα ( )
+

ln

x 0

ln

00 0

0

lim lim lim 1 (0)
x x u

x x u

ux x

u

h x e e h
+ +

=

→ →→ →

→

= = = =  άρα η h συνεχήύ στο [ )0, .+∞  

ii) Θεωρώ ( )
2 1

2020

1 0
( ) 3 2 ( )dt (1 ) (1 )dtk x x g t x h t= − + − −∫ ∫  που είναι συνεχής στο 

[ ]0,1 . 

Είναι 
1

0

(0) (1 )dt.k h t= −∫  Θέτω 1 t u dt du− = ⇒ = −  

Για 0 1t u= ⇒ =  και για 1 0t u= ⇒ =  

άρα 
1 1 1 1

0 0 0 0

(0) ( )du ( )du ( )dx ( )dxk h u h u h x g x= − = = =∫ ∫ ∫ ∫  όµως ( ) 0g x >  στο [ ]0,1  

1

0

( )dx 0 (0) 0.g x k⇒ > ⇒ >∫  

Επίσηύ 
2

1

(1) 3 2 ( )dtk g t= − ∫  

Από ∆2 για λ = 1: , 0xx x x≥ >  

∆ηλαδή ( ) , 0g x x x≥ >  

Η ισότητα ισχύει µόνο για x = 1. 
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Οπότε 

2
2

2 2 2

1 1 1

1

3
( )dt dt 3 2 ( )dt 0

2 2

t
g t t g t

 
> = = ⇔ − < 

 
∫ ∫ ∫  

Άρα (1) 0k <  

Εποµένωύ (0) (1) 0,k k⋅ <  άρα για την ( )k x  ισχύει το θεώρηµα Bolzano στο [ ]0,1  

άρα η εξίσωση ( ) 0k x =  δηλαδή 2020
2 1

1 0
3 2 (1 ) 0( )dt (1 )dtx xg t h t 
− + − = 

 
−∫ ∫  έχει 

µία τουλάχιστον ρίζα στο (0, 1). 

 

 
 

 
 


