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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ & ΕΠΑ.Λ. Β΄ 

25 ΜΑΪΟΥ 2015 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. Θεωρία, σελίδα 194 σχολικού βιβλίου. 
Α2. Θεωρία, σελίδα 188 σχολικού βιβλίου. 
Α3. Θεωρία, σελίδα 259 σχολικού βιβλίου. 
Α4. α) Λ, β) →Σ , γ) →Λ , δ) Σ,  ε) → Σ 
 
 
ΘΕΜΑ Β 
Β1. Έστω z = x + yi, x, y ∈ �. Τότε από τη δοσµένη σχέση προκύπτει  

( ) ( ) ( ) ( )
2 22 24 2 1 4 4 1x yi x yi x y x y − + = − + ⇔ − + = − + ⇔

 
 

 ( )2 2 2 28 16 4 2 1x x y x x y⇔ − + + = − + + ⇔  

 2 2 2 2 23 3 12 2x y x y+ = ⇔ + = . 
 ∆ηλαδή προκύπτει κύκλος µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ρ = 2. 
 
(β’ τρόπος) Έχουµε διαδοχικά: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 224 2 1 4 2 1 4 4 4 1 1z z z z z z z z− = ⋅ − ⇔ − = ⋅ − ⇔ − ⋅ − = ⋅ − ⋅ − ⇔  

( ) 2
4 4 16 4 1 16 4 4 3 12 4

2.

z z z z z z z z z z z z z z z

z

⇔ ⋅ − ⋅ − + = ⋅ ⋅ − − + ⇔ ⋅ + = ⋅ + ⇔ ⋅ = ⇔ = ⇔

⇔ =

 

Συνεπώς  ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των z είναι κύκλος µε κέντρο την αρχή των 
αξόνων και ακτίνα ρ= 2.  
 
Β2. α) Ο w είναι πραγµατικός, αν και µόνο αν, είναι w w= . 

Πράγµατι 

( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 21 2 1 2

2 1 2 1 1 2 1 2

2 2 2 2 z z z zz z z z
w w

z z z z z z z z

+ +

= ⇔ + = + ⇔ = ⇔

⋅ ⋅

 

 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2z z z z z z z z z z z z⇔ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⇔  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 1 2 1 1 1 2 2 2 2 1z z z z z z z z z z z z z z z z⇔ ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ⇔  

 
2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 2 1z z z z z z z z z z z z⇔ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⇔  

 1 2 1 2 1 2 2 14 4 4 4 0 0,  αληθές.z z z z z z z z⇔ ⋅ + = ⋅ + ⇔ =  

 Άρα  και w w w= ∈ℝ . 
 

β) Αρκεί να δείξουµε ότι 4w ≤ . 

Πράγµατι:  
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2 2
2 2 2 21 2 1 2

1 2 1 2 1 2
2 1 1 2

2 2
4 4 2 2 8.

z z z z
w z z z z z z

z z z z

+
≤ ⇔ + ≤ ⇔ ≤ ⇔ + ≤ ⋅ ⇔ + ≤

⋅

 

Η τελευταία ισχύει διότι: 
2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2 8.z z z z z z z z z z z z+ ≤ + ⇔ + ≤ + ⇔ + ≤ + ⇔ + ≤

 
Β3. Αν w = - 4 είναι 

( )
22 21 2 1 2

1 2 1 2 1 2
2 1 2 1

2 2
4 2 2 0.

z z z z
z z z z z z

z z z z
+ = − ⇔ + = − ⇔ + = − ⋅ ⇔ + =  

Από τη σχέση ( )
2

1 2 0z z+ =  προκύπτει 1 2 1 20 .z z z z+ = ⇔ = −  

3 1 1 1 12 2 1 2 1 2 2 5z z iz z z i i− = − = ⋅ − = ⋅ − + = . 

3 2 1 1 12 2 1 2 5z z iz z z i− = + = ⋅ + = ⋅ . 

Προκύπτει ( ) ( )3 1 3 2 .z z z z− = − ⇔ ΑΓ = ΒΓ  

Άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 
 

 
 
ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Είναι 
( )

( )

( )

( )

22

2 22 2

1 2 1
( ) ,

1 1

x x xe x e x e x
f΄ x x

x x

+ − ⋅ −

= = ∈

+ +

ℝ . 

 Προκύπτει ο επόµενος πίνακας µεταβολών για την  f.  
 

 
 

   

 Άρα η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο �. 
 Αφού η  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, το σύνολο τιµών θα είναι το διάστηµα 

lim ( ), lim ( )
x x

f x f x
→−∞ →+∞

 
 
 

. 

 2 2

1
lim ( ) lim lim 0 0 0

1 1

x
x

x xx

e
f x e

x x→−∞ →−∞
→−∞

 
= = = ⋅ = 

+ + 
. 

 
( )
( )2 2

lim ( ) lim lim lim lim
1 2 21

xx x x

xx x x xx

e ΄e e e
f x

x x ΄

+∞ +∞

+∞ +∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
→+∞

 
= = = = = +∞ 

+ +  
. 

 Άρα το σύνολο τιµών της  f  είναι το (0, + ∞). 
 
Γ2. Η δοσµένη εξίσωση γράφεται:  
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( )( ) ( )3 2 1 2xf e x f−

⋅ + = . Όµως η f ως γνησίως αύξουσα είναι και 1- 1. Άρα 

ισοδύναµα γράφεται : ( ) ( )
3 3

3 2
2

1 2
2 1 2

x
x e e e

e x f x
x

−

⋅ + = ⇔ = ⇔ =

+

. Όµως η τιµή 
3

2

e
 

ανήκει στο σύνολο τιµών της f, η οποία είναι και γνησίως αύξουσα. Άρα υπάρχει 

µοναδικό 0x ∈ℝ  ώστε ( )
3

0 2

e
f x = . ∆ηλαδή, η δοσµένη εξίσωση έχει ακριβώς µία 

ρίζα. 
 
Γ3. Θεωρούµε τη συνάρτηση: 

( ) ( )
1

x

h x f t dt= ∫ , ( )0,x∈ +∞ , µε ( ) ( )h x f x′ = . 

Η σχέση ( ) ( )
4

2

2 4
x

x

f t dt x f x<∫  µε x> 0, γράφεται  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 4 4 2

2 1 1 1

2 4 2 4
x x x

x

f t dt f t dt x f x f t dt f t dt x f x+ < ⇔ − < ⇔∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
( )

4 2
4

4 2

h x h x
f x

x x

−

⇔ <

−

.  (1) 

Όµως για την h ισχύει το Θ.Μ.Τ. στο [ ]2 ,4x x  οπότε υπάρχει ( )2 ,4x xξ ∈  ώστε 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

4 2 4 2

4 2 4 2

h x h x h x h x
h f

x x x x
ξ ξ

− −
′= ⇔ =

− −
. 

Έτσι αρκεί να δειχθεί ότι ( ) ( )4f f xξ <  µε 2 4x xξ< < , που όµως ισχύει διότι η f 

είναι γνησίως αύξουσα. 
 
Γ4. Η  g  είναι συνεχής στο  x0 = 0 διότι:  
 Για κάθε  x > 0 είναι: 

 

1 4 2 4

2 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) (2 ) (4 )

( )

x x x

x
f t dt f t dt f t dt f t dt h x h x

g x
x x x

+ − +
− +

= = =
∫ ∫ ∫ ∫

. 

 Άρα 
( )0

0

0 0 0

(4 ) (2 ) 4 (4 ) 2 (2 )
lim ( ) lim lim

( )x x x

h x h x h΄ x h΄ x
g x

x x ΄→ → →

− −

= = =  

 ( ) ( )( )
0

lim 4 4 2 2 4 (0) 2 (0) 4 2 2
x

f x f x f f
→

= − = − = − = .  

(Αφού η f είναι συνεχής στο 0 0x = ). 

 Άρα η  g  είναι συνεχής στο 0. 
Για κάθε ( )0,x∈ +∞  είναι: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )4 2 4 2h x h x h x h x

g x
x x x

′ ′ ′     −
′ = = − =     

     
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

4 4 2 2h x x h x x h x x h x x

x x

′ ′
′ ′⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

= − =  

( ) ( ) ( ) ( )
2

4 4 4 2 2 2f x x h x f x x h x

x

⋅ − − ⋅ +

= =  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 4 2 2 2 4 4 2xf x xf x xf x h x h x

x

   − + − −   = =  

( ) ( )
( ) ( )

4

2
2

2 4
4 2

2

x

x

xf x f t dt
f x f x

x x

−

−

= ⋅ +

∫
. 

Όµως 4 2x x>  και f γνησίως αύξουσα , άρα ( ) ( ) ( ) ( )4 2 4 2 0f x f x f x f x> ⇔ − >  

και λόγω του Γ3 είναι ( ) ( )
4

2

2 4 0.
x

x

xf x f t dt− >∫  

Άρα ( ) 0g x′ >  για κάθε ( )0,x∈ +∞ , οπότε (λόγω της συνέχειας στο 0), η g είναι 

γνησίως αύξουσα στο[ )0,+∞ . 

 
 
ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. Για κάθε  x ∈ �  είναι:  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 2 2f x f x f x f xf ΄ x e f ΄ x e e e ΄ x ΄
− −

⋅ + ⋅ = ⇔ − = ⇔  

 ( ) ( ) 2f x f xe e x c−

⇔ − = + , c∈ℝ . 

 Για  x = 0 είναι: (0) (0)f fe e c−

− =  και επειδή (0) 0f = , προκύπτει  c = 0. 

 Άρα ( ) ( ) ( )
( )

1
2 2f x f x f x

f x
e e x e x

e
−

− = ⇔ − = ⇔  

 ( ) ( )
2 2( ) ( ) ( ) ( ) 2 21 2 2 1f x f x f x f xe x e e x e x x⇔ − = ⋅ ⇔ − ⋅ + = + ⇔  

 ( )
2( ) 2 1 0,f xe x x x⇔ − = + ≠ ∀ ∈ℝ  

 και επειδή η e 
f (x) − x συνεχής στο ���προκύπτει ότι η  e 

f (x) − x  διατηρεί πρόσηµο στο 

�. 

 Όµως  e 
f (0) − 0  = 1 > 0. 

 Άρα ( ) 2 1, για κάθε f xe x x x− = + ∈ ⇔ℝ  

 ( ) 2 1, για κάθε f xe x x x⇔ = + + ∈ ⇔ℝ  

( )2( ) ln 1 , για κάθε f x x x x⇔ = + + ∈ℝ . 

 

∆2. α) Είναι ( )( )2( ) ln 1f x x x
′

′ = + + =  

2 2

1 2
1

1 2 1

x

x x x

 
= ⋅ + = 

+ + + 
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2

2 2 2

1 1 1
,

1 1 1

x x
x

x x x x

+ +
= ⋅ = ∈

+ + + +

R  

και 
( ) ( )2 2 2 2

2
( ) ,

2 1 1 1 1

x x
f x x

x x x x

− −
′′ = = ∈

+ ⋅ + + +

R  

Από τον παρακάτω πίνακα προσήµων: 
 

 
 
προκύπτει ότι η  f  είναι: κυρτή στο (–∞, 0], κοίλη στο [0, +∞), ενώ παρουσιάζει 
σηµείο καµπής στο σηµείο (0, f (0)) = (0, 0). 

 
β)  Είναι ( ) 0x f x− ≥  για κάθε x ∈ [0, 1]. Πράγµατι:  

(α’ τρόπος):  
Θεωρούµε τη συνάρτηση g(x) = x – f(x) στο [0, 1]. H g είναι παραγωγίσιµη στο 
[0, 1] µε 

'( ) ( ( )) ' 1 '( )g x x f x f x= − = − =

2

2 2

1 1 1
1 0 [0,1]

1 1

x
x

x x

+ −
− = ≥ ∀ ∈

+ +

, 

µε την ισότητα ( ) 0g x′ =  να ισχύει µόνον για x = 0. 

Εποµένως η  g  είναι γνησίως αύξουσα στο [0, 1]. 
Οπότε g (x) ≥ g (0) ∀ x ∈ [0, 1]. Όµως g (0) =0 – f (0) =0. 
Άρα g (x) ≥ 0 ∀ x ∈ [0, 1], άρα  x – f (x) ≥ 0 ∀ x ∈ [0, 1]. 
 
(β’ τρόπος): 
Η ανισότητα ( ) 0x f x− ≥  για κάθε x ∈ [0, 1].µπορεί να αποδειχθεί και ως εξής: 

Επειδή ( )0 0f = , ( )0 1f ′ = , η εφαπτόµενη της Cf  στο [ )0,+∞  έχει εξίσωση 

( ) ( ) ( )0 0 0y f f x y x′− = ⋅ − ⇔ = . 

Η f όµως είναι κοίλη στο [ )0,+∞ , άρα η Cf  βρίσκεται “κάτω” από την 

εφαπτοµένη της y x=  στο Ο (0, 0) για το διάστηµα [ )0,+∞ , άρα και το [ ]0,1 . 

Έτσι ( )f x x≤  για [ ] ( )0,1 0x x f x∈ ⇔ − ≥  για [ ]0,1x∈ . 

 

Έτσι είναι ( )
1 1 1

0 0 0
( ) ( )E x f x dx xdx f x dx= − = − =∫ ∫ ∫  

( )
1 1 2

0 0
ln 1 (1)xdx x x dx= − + +∫ ∫  

Είναι  
121

0
0

1 1
0

2 2 2

x
xdx

   
• = = − =  

  
∫ . 

( ) ( )
1 12 2

0 0
ln 1 ln 1x x dx x x x dx′• + + = ⋅ + + =∫ ∫  
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( )
1 12

200

1
ln 1

1
x x x x dx

x
 = + + − =
   +

∫  

( )
1 1

2 2

00
ln 1 1x x x x   = + + − + =

    
 

( ) ( )ln 1 2 2 1 ln 1 2 2 1.   = + − − = + − +
  

 

Οπότε η (1) γράφεται: 

( )( ) ( )

( )

1 1
ln 1 2 2 1 ln 1 2 2 1

2 2
1

2 ln 1 2 τ.µ.
2

E = − + − + = − + + − =

= − + −

 

 

∆3. Επειδή 
2

1
( ) 0,

1
f ΄ x x

x
= > ∀ ∈

+

ℝ  προκύπτει ότι f � στο �. 

 Οπότε για x > 0 ⇒ f (x) > f (0) = 0, ενώ ( )2

0 0
lim ( ) lim ln 1 0
x x

f x x x
+ +

→ →

 = + + =
  

. 

 τότε ( ) ( ) ( )
0 0 0

lim ln ( ) lim ln ( ) lim ln
x x u

f x f x u
+ + +

→ → →

= = = −∞ . 

 Είναι 
2 2

0 0
( ) ( )

0 0
lim 1 ln ( ) lim 1 ln ( )

x x
f t dt f t dt

x x
e f x e f x

+ +
→ →

      ∫ ∫− = − =      
      

 

 

2

0
( )

0

1
lim ( ) ln ( )

( )

x
f t dt

x

e
f x f x

f x+
→

 ∫ − = ⋅ ⋅
 
  

 

 Υπολογίζουµε  

• 

2( ) 2( )

0 0

0
20

LH0 0

1 ( ) 1 0
lim lim 0

( ) ( ) 1

x x
t dt t dtf f

x x

e e f x

f x f ΄ x+ +
→ →

∫ ∫− ⋅ ⋅
= = = . 

• ( ) ( )
( )

( )
10 0 0 0 0

2

1
ln

lim ln lim ln lim lim lim 0
1 1

f x u

LHx u n n n

u uf x f x u u u

u u

+ + + + −

∞

=
∞

→ → → → →

= ⋅ = = = − =  
−

. 

Άρα 

2

0
( )

0

1
lim ( ) ln ( ) 0

( )

x
f t dt

x

e
f x f x

f x+
→

 ∫ − ⋅ ⋅ =
 
  

. 

 
∆4. Η δοσµένη εξίσωση γράφεται:  

 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2

0 0

2 1 3 3 8 3

0
( 2)( 3)

x x

x f t dt x f t dt

x x

−   
− − + − −   

    =
− −

∫ ∫
, ( )2,3x∈ . 
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Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2

0 0

2 1 3 3 8 3
x x

g x x f t dt x f t dt
−   

= − − + − −   
   

∫ ∫ ,  

η οποία είναι συνεχής στο [2, 3] µε 

( ) ( )
2

2

0

2 8 3g f t dt= − + ∫  και ` ( ) ( )
1

2

0

3 1 3g f t dt= − ∫  

Όµως στο ερώτηµα ∆2 έχει αποδειχθεί ότι ( )f x x≤ , για κάθε 0x ≥ . Επειδή είναι και 

f(x) 0≥  για κάθε x∈ℝ  προκύπτει : ( )2 2f x x≤  οπότε και ( )
2 2

2 2

0 0

8

3
f x dx x dx< =∫ ∫  

Άρα ( )2 0.g <  

Από την ( )f x x≤  τώρα θέτοντας όπου x το x2, προκύπτει ( )2 2f x x≤  και έτσι  

( )
1 2

2 2

0 0

1

3
f x dx x dx< =∫ ∫ . Άρα ( )3 0g > . 

Συνεπώς ( ) ( )2 3 0g g <  και έτσι από το θεώρηµα Bolzano υπάρχει ( )0 2,3x ∈  ώστε 

( )0 0g x = ,δηλαδή ισοδύναµα  η εξίσωση 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2

0 0

2 1 3 3 8 3

0
( 2)( 3)

x x

x f t dt x f t dt

x x

−   
− − + − −   

    =
− −

∫ ∫
, έχει µία τουλάχιστον λύση 

στο διάστηµα (2, 3). 
 


